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重要例題集 等式と不等式

第 1 問【恒等式】

次の等式がについての恒等式となるように，定数，，，の値を定めよ．

    
  

   
    

     

＜解＞

 右辺を展開して整理すると         

これがについての恒等式であるとき，両辺の各項の係数を比較すると

，，， これを解いて ，，

 与えられた等式に，，，を代入すると，それぞれ

，，  ， 

これを解いて ，，

逆に，このとき，与式はについての恒等式である．

 右辺を展開して整理すると

        

これがについての恒等式であるとき，両辺の各項の係数を比較すると

，，，

これを解いて ，，，

 与えられた等式に，，，を代入すると，それぞれ

，，，

これを解いて ，，，

逆に，このとき，与式はについての恒等式である．
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第 2 問【等式の証明－基本】

次の等式を証明せよ．

      


 
 








  

                 

＜解＞

  右辺     


 
 





 
   

  


 
    

   

  
          

よって，等式は成り立つ．

  左辺            

 右辺 
    

    
               

よって，等式は成り立つ．

第 3 問【比例式を扱う１】

 ：：，：：のとき，：：を求めよ．

 ：：：：，のとき，，，の値を求めよ．

＜解＞









から 




， 








から 






よって ：：



：：




：：













とおくと ，，

よって 

条件よりであるから  ゆえに 

したがって ，，
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第 4 問【比例式を扱う２】

次のことが成り立つことを証明せよ．









のとき 

 



 




 

 


 

 













のとき 

  

  






  

  


  

  

＜解＞









とおくと ，


 




 


，

 




 




よって
 



 




 

 


   

   


 

 
，

 

 


   

   


 

 

よって
 

 


 

 













とおくと ，，


  

  


  

  
，










よって
  

  






  

   


     

  
 

  

  


  

  
 

よって
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第 5 問【少なくとも 1 つは１であることを示す】

，のとき，，，のうち少なくともつはであるこ

とを証明せよ．

＜解＞

          



ゆえに  または  または 

よって，，，のうち少なくともつはである．

ちなみに，実数がともにであることを示すときは，


    

    
   

を示せばよい．

第 6 問【不等式の証明－平方利用】

次の不等式を証明せよ．また，等号が成り立つ場合についても調べよ．

     

          

＜解＞

 
    

    よって  

等号が成り立つのはのとき，すなわちのときに限る．

   
    よって  

 
    

      よって     

等号が成り立つのは，のとき，すなわちのときに限る．

      
    よって    

等号が成り立つのはのとき，すなわちのときに限る．
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第 7 問【大小評価（不等式の証明）－因数分解利用】

，のとき，，の大小関係を調べよ．

＜解＞

       

，であるから     

よって 

第 8 問【大小評価（不等式の証明）－平方根含む式】

，のとき，，


 
の大小関係を調べよ．

＜解＞

 ，


 
 ……①

また


  


 


 


 
     


  


 

  


  


よって


  


 


 

①から  


 

等号が成り立つのはのときに限る．
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第 9 問【不等式の証明－平方根含む式２】

，のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ．

       
 




 


＜解＞

   ，    ……①

また


   


     

ゆえに


   


   

①から     

 
 


，

 


 ……①

また


 
 






 
 



  






 
 




ゆえに


 
 






 
 


①から 
 




 
  

等号が成り立つのは  のとき，

すなわち のときに限る．

第 10 問【不等式の証明－絶対値記号を含む式１】

次の不等式を証明せよ．

           

＜解＞

    ，    であるから，辺々を加えて

      

よって     

     ，    であるから，辺々を加えて

       

よって      ゆえに     
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   ，    である．

また 
         

よって    
   ゆえに     

    のときは，不等式      は明らかに成り立つ．

   のとき    
      

よって 
     

ゆえに       
  ，  において，等号が成り立つのは

  ，すなわち のときに限る．

第 11 問【不等式の証明－絶対値記号を含む式２】

 ，  のとき，    を証明せよ．

＜解＞

 ，  であるから ，

これらの各辺に，を掛けると

，， ，

が成り立つ．このことから

 ，のとき

       

 ，のとき

       

 ，のとき

        

 ，のとき

        

したがって    
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第 12 問【相加・相乗平均の（大小）関係の使い方１－不等式の証明】

，のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ．

 



   



  





＜解＞

 ，



であるから



  



･




 よって 






 
等号が成り立つのは 



のとき，すなわち， ， から のとき

に限る．

  


  
















，




であるから














･



 よって  



  





 
等号が成り立つのは








のとき，すなわち， ， から のときに

限る．

第 13 問【相加・相乗平均の（大小）関係の使い方２－最小値を求める】

，のとき， 


  



の最小値を求めよ

＜解＞

 


  









ここで，であるから，相加相乗平均の関係により





･




 よって  



  





等号が成り立つのは



のとき，すなわち のときで，この式を満たす

，は存在する．ゆえに，求める最小値は 
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第 14 問【不等式の証明－有名問題】

 ，  ，  のとき，次の不等式を証明せよ．

   

＜解＞

     

   

 ，  から ，

よって ，

ゆえに      したがって 

 の不等式の両辺にを加えると

      

 ，  から  

また，  であるから，を利用して

    

したがって 


