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重要例題集 図形と方程式

第 1 問【2 点間の距離】

次の点間の距離を求めよ．

  ， ，，    ， ， ，  ，  ， ，

＜解＞

    
         

   

     
     

第 2 問【内分点・外分点】

点 ， ，，  を結ぶ線分に対して，次の点の座標を求めよ．

 中点  ：，：の比に，それぞれ内分する点

 ：，：の比に，それぞれ外分する点

＜解＞

 中点の座標は  
 


，
  


すなわち 




， 

 ：の比に内分する点の座標は

 
･   ･ 

 
，

･  ･  

 
 すなわち 




， 






：の比に内分する点の座標は

 
･   ･ 

 
，

･  ･  

 
すなわち 




， 

 ：の比に外分する点の座標は

 
･   ･ 

 
，

･  ･  

 
すなわち 




， 

：の比に外分する点の座標は

 
･   ･ 

 
，

･  ･  

 
すなわち  ，
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第 3 問【三角形の重心座標】

次の点を頂点とする三角形の重心の座標を求めよ．

  ， ， ， ， ，  ，  ， ， ， ，

＜解＞

  
  


，

  


すなわち  



，

  
   


，

  


すなわち  




，

第 4 問【直線の方程式】

次の直線の方程式を求めよ．

 点 ， を通り，傾きが  点 ， を通り，傾きが

 点 ， を通り，軸に垂直  点 ， を通り，軸に平行

 点，  ， ， を通る  点 ， ， ， を通る

＜解＞

    すなわち 

     すなわち 

 

 

   
  

     すなわち 

 点の座標がともにであるから，求める直線の方程式は 
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第 5 問【2 直線の平行・垂直条件】

次の直線の方程式を求めよ．

 点 ， を通り，次の直線に平行な直線，垂直な直線

ア  イ  ウ 

 点 ， を通り，直線に平行な直線，垂直な直線

＜解＞

 ア 直線の傾きは 

  平行な直線の方程式は

  すなわち 

  垂直な直線の傾きをとすると

 よって 




ゆえに，求める垂直な直線の方程式は




   すなわち 





イ 平行な直線の方程式は  垂直な直線の方程式は 

ウ 平行な直線の方程式は  垂直な直線の方程式は 

 直線の傾きは




  平行な直線の方程式は




   すなわち 

  垂直な直線の傾きをとすると




 よって 





ゆえに，求める垂直な直線の方程式は




   すなわち 
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第 6 問【直線に関して対称な点を作る】

次の直線に関して，与えられた点と対称な点の座標を求めよ．

 ：，原点  ：，点 ，

＜解＞











 ，





 ，
 ，














求める点の座標を ， とする．

 原点と点 ， を通る直線がに垂直であるから，

その傾きについて ･





よって ……①

また，原点と点 ， を結ぶ線分の中点 



，





が上にあるから




･






よって ……②

①，②を解いて ，

ゆえに，求める点の座標は  ，

 点 ， ， ，を通る直線がに垂直であるから，

その傾きについて

･
 

 


よって ……①

また，点 ， ， ， を結ぶ線分の中点

 
 


，
 


が上にあるから

 


･

 




よって ……②

①，②を解いて 



，





ゆえに，求める点の座標は  



，



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第 7 問【三角形を作らない３直線】

直線，，が三角形を作らないような，定数の値を

求めよ．

＜解＞

……①，……②，……③とする．

①の傾きは



，②の傾きは③の傾きは





よって，直線①，②，③が三角形を作らないとき，次のつの場合がある．

 ③が①または②と平行になる．

③が①と平行になるとき








ゆえに 





③が②と平行になるとき



 ゆえに 

 直線が点で交わる．

①，②を連立して解くと ，

よって，直線①，②の交点の座標は  ，

③が点 ， を通るとき

･  ･ よって 

以上から，求めるの値は 



，，

第 8 問【直線が通る定点】

を定数とする．直線    は，の値に関係なく定点を通るこ

とを示し，その定点の座標を求めよ．

＜解＞

    ……①とおく．

①をについて整理すると     

よって，直線①は直線，の交点を通る

連立方程式
   

   
を解くと ，

したがって，直線①はの値に関係なく定点 ， を通る．
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第 9 問【折れ線 PA+PB の長さの最小値】

点 ， ， ， と直線：がある．

 直線に関して，点と対称な点の座標を求めよ．

 を最小にするような上の点の座標を求めよ．

＜解＞









 ，

 ，



， 

 の座標を ， とする．

直線が直線に垂直であるから，その傾きについて

･
 

 
 よって  ……①

また，線分の中点 
 


，



が直線上にあるから

 






 よって  ……②

①，②を解いて ， したがって，点 の座標は ， 

  であるから

 

よって，が最小になるのは，点，，

が一直線上にあるとき，すなわち点が直線と

直線 の交点となるときである．

直線 の方程式は 


 

 
 

すなわち 

連立方程式
   

  
を解くと 




，





ゆえに，求める点の座標は 



， 




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第 10 問【三角形の面積を 2 等分する直線】

点 ， ， ， ， ， を頂点とする△の面積を直線が等

分するとき，定数の値を求めよ．

＜解＞







 ，

 ，





①

 ……①とおく．

△の面積は



･･

直線①がこの面積を等分するとき，①は辺

ただし，端点，を除くと交わる．

①が点を通るとき 

①が点を通るとき 

よって  ……②

①と辺との交点を，辺との交点をとする．

直線の方程式は 
 

 
  すなわち  ……③

①，③を連立して解くと 
 


，

 



よって，点の座標は  
 


，

 



また，点の座標は  ，

ゆえに △


   ･
 



 

  



条件を満たすとき，△



△であるから

 
  






･

したがって  よって 

②を満たすのは 
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第 11 問【円の方程式】

次の円の方程式を求めよ．

 円    と中心が同じで，点 ， を通る円

 点，  に関して，円    と対称な円

 軸上に中心があって，点 ， ， ， を通る円

 中心が直線上にあり，半径が で点 ， を通る円

 点 ， を通り，軸および軸に接する円

＜解＞










    を変形すると


 







 








よって，求める円の方程式は


 







 



  とおける．

これが点 ， を通るから



 







 



  ゆえに  





したがって，求める円の方程式は


 







 








 求める円の方程式は     とおける．

これが点 ， を通るから

   ･･ よって 

したがって，求める円の方程式は    

 点，  に関して，円    の中心 ，

と対称な点の座標を ， とすると




，






よって ，

求める円は，中心 ，，半径の円であるから，

その方程式は


    

   
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











 中心が軸上にあるから，求める円の方程式は 
       とおける．

これが点 ， ， ， を通るから 
     ， 

    

この式から  を消去して 
    

   

よって  このとき  

ゆえに，求める円の方程式は 
     

 中心が直線上にあり，半径が であるから，求める円の方程式は


    

   

とおける．これが点 ， を通るから 
    

   

よって   これを解いて ，

したがって，求める円の方程式は 
    

   ， 
    

   

 軸，軸に接し，点 ， を通るから，円の中心

は第象限にある．

円の中心の座標を ， ，半径をとすると，，

で 

よって，円の方程式は 
    

    

これが点 ， を通るから


    

    

ゆえに  

これを解いて ，

したがって，求める円の方程式は 
    

   ， 
    

   

第 12 問【円の接線】

次の点から与えられた円に引いた接線の方程式と，接点の座標を求めよ．

  ，       ，    
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＜解＞

 接点を  ，  とする．

点は円    上にあるから 
 


 ……①

点における接線の方程式は    ……②

これが点 ， を通るから

     よって    ……③

③を①に代入して 
 


    

ゆえに  
    これを解いて  ，





  のとき，③から  

よって，接点の座標は  ，

接線の方程式は，②から

･･ すなわち 

  



のとき，③から  





よって，接点の座標は 



， 





接線の方程式は，②から




･ 




･ すなわち 

 接点を  ，  とする．

点は円    上にあるから 
 


 ……①

点における接線の方程式は     ……②

これが点 ， を通るから

     よって    ……③

③を①に代入して 
     

 

ゆえに 
    これを解いて  ，

  のとき，③から  

よって，接点の座標は  ，

接線の方程式は，②から

･･ すなわち 

  のとき，③から  

よって，接点の座標は  ，

接線の方程式は，②から

･･ すなわち 
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第 13 問【円と直線の位置関係－判別式利用】

円    と次の直線の位置関係異なる点で交わる，接する，共有点をもたない

を調べよ．また，共有点のあるときは，その座標を求めよ．

     

＜解＞

 
  ……①

  ……②


②から ……③

これを①に代入して   
   

よって   これを解いて ，

③から のとき， のとき

よって，円①と直線②は異なる点，  ， ， で交わる．

 
   ……①

   ……②

②から  ……③

これを①に代入して  


   

よって     ゆえに


    

したがって  


③から  

のとき




よって，円①と直線②は点 



，


で接する．

 
  ……①

  ……②

②から 



……③

これを①に代入して  


 



  

よって   

この次方程式について



 

  ･

ゆえに，円①と直線②は共有点をもたない．
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第 14 問【円が直線から切り取る弦の長さ－点と直線の距離利用】

次の円が直線から切り取る弦の長さと，中点の座標を求めよ．

         

＜解＞

①







 
























①



……①とおく．

 円の中心 ， と直線①の距離は




  


円の半径はであるから，弦の長さをとすると

     

であるから 

よって，弦の長さは 

円の中心 ， を通り，直線①に垂直な直線の方

程式は 



 すなわち ……②

直線①，②の交点が弦の中点である

①，②を連立して解くと 



，





よって，弦の中点の座標は  



，




 円の方程式を変形すると 
    

   

円の中心 ， と直線①の距離は


  ･  

  


円の半径は であるから，弦の長さをとすると

 


  
 

であるから 

よって，弦の長さは 

円の中心 ， を通り，直線①に垂直な直線の方程式は




   すなわち ……③

直線①，③の交点が弦の中点である

①，③を連立して解くと 



，





よって，弦の中点の座標は  



，



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第 15 問【2 円の位置関係】

次の円の位置関係異なる点で交わる，接する，共有点がないを調べよ．

 
     ， 

    
   

    ，    

    ，    

＜解＞

～において，与えられた円を順に①，②とする．また，円①，②の中心間の

距離を，円①の半径を  ，円②の半径を  とする．

 円①の中心は ， ，円②の中心は ，

よって     
   

また，  ，  であるから    ，    

ゆえに       

したがって，円は異なる点で交わる．

 円②の方程式を変形すると 
    

   

円①の中心は ， ，円②の中心は ，

よって     

また，  ，  であるから    

ゆえに    

したがって，円は共有点がない円②は円①の内部にある．

 円①の方程式を変形すると 
     

円②の方程式を変形すると 
    

   

円①の中心は ， ，円②の中心は ，

よって      

また，  ，  であるから    

ゆえに    

したがって，円は接する外接する．
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第 16 問【円に接する円】

中心が点 ， で，円    に接する円の方程式を求めよ．

＜解＞












①

②
②

   を変形すると

  
    ……①

これは中心が ， ，半径が の円を表す．

求める円の半径をとすると，中心が ， で

あるから，円の方程式は


    

     ……②

円①，②の中心間の距離をとすると

    
   

円②の中心 ， は円①の内部にあるから，円が接するのは次のつの場合がある

 円②が円①に内接する．  円①が円②に内接する．

の場合   よって 

の場合  よって 

以上から，求める円の方程式は 
    

   ， 
    

   

第 17 問【2 円の交点を通る直線と円（円束）】

円    ，    の交点を通り，原点を通る円の方程式を求め

よ．また，円の交点を通る直線の方程式を求めよ．
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＜解＞

を定数として，方程式


         ……①

を考えると，①の表す曲線は円のつの交点を通る．

 曲線①が原点を通るとき

･ よって 

これを①に代入して整理すると     

これが求める円の方程式である．

 曲線①が直線であるとき

 ，  の項の係数がとなることから 

これを①に代入して整理すると 

第 18 問【点の軌跡】

次のような点の軌跡を求めよ．

 点 ， ，，  から等距離にある点

 点 ， ， ， からの距離の比が：である点

＜解＞

動点の座標を ， とする．

 であるから   

よって 
    

    
    

  

整理すると 

ゆえに，点の軌跡は 直線

 ：：から  よって    

ゆえに 


      
    

整理すると    

したがって，点の軌跡は 円


 



  




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第 19 問【動点と作る点の軌跡（媒介変数－パラメーター利用）】

次のような点の軌跡を求めよ．

 点 ， と直線上の点を結ぶ線分の中点

 点 ， と円 
     上の点を結ぶ線分の中点

 点 ， ， ， と円    上の点を頂点とする三角形の重心

 点，  と放物線  上の点を結ぶ線分を：の比に内分する点

＜解＞











 ，

 ，







の座標を ，，の座標を ， とする．

 点は直線上にあるから ……①

点は線分の中点であるから


 


，

 


ゆえに ，

これを①に代入して     

よって 

したがって，点の軌跡は 直線

 点は円 
     上にあるから 

     ……①

点は線分の中点であるから


 


，




ゆえに ，

これを①に代入して 
      

  

よって  
     

したがって，点の軌跡は 円 
     

 点は直線上にないから，図形は常に

三角形になる．

点は円    上にあるから

   ……①

点は三角形の重心であるから


  


，

  



ゆえに ，

これを①に代入して 
    

   

よって  
    

   




したがって，点の軌跡は 円 
    

   



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 点は放物線  上にあるから   ……①

点は線分を：の比に内分するから


･  ･ 

 
，

･   ･ 

 
ゆえに ，

これを①に代入して  
  

よって   

したがって，点の軌跡は 放物線  

第 20 問【2 交点で作る線分の中点の軌跡】

直線が放物線  と異なる点，で交わるとする．

 線分の中点の座標をで表せ．また，の変域を求めよ．

 の値が変化するとき，線分の中点の軌跡を求めよ．

＜解＞

  ……①，  ……② とする．

①，②からを消去して整理すると  ……③

この次方程式について  
  ･･

直線①と放物線②が異なる点，で交わるための条件は

 すなわち 

よって，の変域は 



……④

点，の座標を，  とおくと，，は③の異なるつの実数の解で

ある．

解と係数の関係より 

線分の中点の座標を ， とおくと


 






……⑤， ……⑥

したがって，の座標は 



， 
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 ⑥から 

これを④に代入して 



ゆえに 





これと⑤から，点の軌跡は 直線



の




の部分

第 21 問【2 直線の交点の軌跡】

の値が変化するとき，次の直線の交点の軌跡を求めよ．

，

＜解＞

直線の方程式を変形して

  ……① ……②

点の座標を ， とすると， ， は①，②を満たす．

 のとき，②から 
 



これを①に代入して 
 

  

よって     ……③

③においてとすると 

ゆえに，のとき，点 ， は円③から点 ， ， ， を除いた図形上

にある．

 のとき，②から 

，を①に代入すると 

よって，点 ， は，のときの直線の交点である．

，から，点の軌跡は，円    から点 ， を除いた図形．



①から第の直線は定点 ， を通り，②から第の直線は定点 ， を通

る．また，この直線は垂直に交わるから，点は点 ， ， ， を直径の両端

とする円周上にあることがわかる．ただし，①は直線，②は直線を表さ

ないから，点 ， を除く．
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第 22 問【不等式の表す領域】

次の不等式，連立不等式の表す領域を図示せよ．

    ，，     

    

＜解＞













 

















 















 求める領域は 図 の斜線部分である．ただし，境

界線は，直線，上の点を含まないで，

他は含む．

    から     

よって 
  

  
または 

  

  

ゆえに，求める領域は 図 の斜線部分である．

ただし，境界線上の点を含む．

    から

     

よって     

したがって


   

   
または 

   

   

ゆえに，求める領域は 図 の斜線部分である．

ただし，境界線上の点を含まない．
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第 23 問【絶対値記号を含む不等式の表す領域】

次の不等式の表す領域を図示せよ．

      

＜解＞































 から 

よって  
  

  

ゆえに，求める領域は 図 の斜線部分である．

ただし，境界線上の点を含む．

    ……①

，のとき，①は 

，のとき，①は 

，のとき，①は 

，のとき，①は 

ゆえに，求める領域は図の斜線部分である．

ただし，境界線上の点を含まない．

第 24 問【正領域・負領域】

直線が点，  ， ， の間を通るとき，点 ， の存在範囲を図

示せよ．
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＜解＞


















条件を満たすのは，点，のうち，一方が直線

の上方，他方が下方にあるときである．

よって ･かつ･

または ･かつ･

ゆえに


   

   
または 

   

   

したがって，点 ， の存在範囲は 図 の斜線部分

である．ただし，境界線上の点を含まない．

第 25 問【線形計画法１】

つの不等式，，，を満たす，の値に対して，

のとる値の範囲を求めよ．

＜解＞












 



，








直線，の交点の座標は  



，




与えられたつの不等式を満たす点 ， の存在す

る領域は右図の斜線部分である．

ただし，境界線上の点を含む．

……①とおくと，①は切片がで，

傾きの直線を表す．

図から，直線①が点 



，



を通るとき，の値

は最大となる．

このとき 












また，直線①が点 ， を通るとき，の値は最小となる．このとき 

以上から 



すなわち 




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第 26 問【線形計画法２】

，が，，を満たすとき，    の最大値と最小値，およびそ

のときの，の値を求めよ．

＜解＞

















与えられた連立不等式の表す領域をとすると，

は右図の斜線部分である．ただし，境界線を含む．

     ……①ただし，  とおくと，①

は原点を中心とし，半径の円を表す．

図から，円①が点 ， ， ， を通るとき，  の

値は最大となる．

このとき      

また，円①が直線……②に接するとき，

 の値は最小となる．

このとき，円①の中心 ， と直線②の距離が，円の半径に等しいから




  
 よって  

また，接点は，原点から直線②に下ろした垂線と直線②の交点である．

その座標は  ，

したがって，    は ，または，のとき最大値，

，のとき最小値をとる．

    は原点と領域上の点 との点間の距離の平方と考えても良い．
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第 27 問【通過領域】

 がすべての実数値をとって変化するとき，放物線    が通らない領

域を図示せよ．

 がすべての実数値をとって変化するとき，直線  の通りうる領域を

図示せよ．

＜解＞







 





  

     をについて整理すると

   ……①

放物線    が点 ， を通らない条件

は，方程式①を満たす実数が存在しないことで

ある．

よって，の次方程式①について

 すなわち  
  

ゆえに 





よって，求める領域は 図 の斜線部分．

ただし，境界線上の点を含まない．

   をについて整理すると  ……①

直線  が点 ， を通る条件は，方程式①を満たす実数が存在する

ことである．

 のとき

①は 

よって，のとき，①を満たす実数が存在する．

 のとき

の次方程式①について

 すなわち  

よって 





，をまとめると

， または ，





よって，求める領域は 図 の斜線部分．

ただし，境界線上の点は，原点を除いて含む．


