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重要例題集 命題と証明

第 1 問【命題の真偽】

は実数とする．集合を用いて，次の命題の真偽を調べよ．

  ならば    ならば  

 ならば      ならば  

＜解＞

 ｜   ，｜  とする．

｜  であるから  よって，命題は 真

 ｜   ，｜   とする．

｜  ，｜  であるから 

よって，命題は 偽

 ｜  ，｜
  とする．

｜または  であるから  よって，命題は 偽

 ｜   ，｜
  とする．

｜または ，｜または  であるから 

よって，命題は 真

第 2 問【条件の否定】

次の条件の否定をいえ．ただし，は実数，は整数とする．

 または  かつ

 は偶数 または 以上  は奇数 かつ より小さい

＜解＞

  かつすなわち  または

 は奇数 かつ より小さい  は偶数 または 以上
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第 3 問【同値】

，を実数とする．次のうち，互いに同値であるものを選べ．

①   ②      ③ かつ

④     ⑤ または ⑥ または

＜解＞

「    または」は真．

「または    」は真．

「      」は真．

「       」は真．

「     または」は真．

「または      」は真．

以上から，互いに同値であるものは ①と⑤，②と③，④と⑥

第 4 問【必要条件・十分条件・必要十分条件】

，は実数とする．次の  内に，必要条件，十分条件，必要十分条件のうち，最

も適するものを入れよ．いずれでもないものには印をつけよ．

 は  であるための 

 は    であるための 

 はであるための 

 はであるための 

 ，とする．
 


 はであるための 

 はであるための 

 はであるための 
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＜解＞

 「       」は真

また，  を解くと ，

よって，「      」は偽

ゆえに 十分条件

 「         」は，のとき成り立たない．ゆえに，偽

また，    を解くと ，

よって，「         」は真

ゆえに 必要条件

 「    」は，，のとき成り立たない．ゆえに，偽

「    」は，，のとき成り立たない．ゆえに，偽

よって，いずれでもないから 

 「    」は真 「     」は真

よって 必要十分条件


 


 とすると



 
 





 

整理して 
    したがって 

ゆえに，「 
 


   」は真

また，相加相乗平均の関係から，「   
 


」は真

よって 必要十分条件

 「        」は真

また，とする．

から  に代入して 

よって，「        」は真

ゆえに 必要十分条件

 とする．

のとき，から 

のとき，となり，は存在しない．したがって 

ゆえに，「    」は真 また，「     」は真

よって 必要十分条件
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第 5 問【命題の、逆・裏・対偶】

，は実数とする．次の命題の逆，対偶，裏を述べよ．また，それらの真偽をいえ．

 ならば  

 ならばまたは

 ならば  

 ，がともに有理数ならばは有理数である

＜解＞

 逆：「  ならば」

 とすると ， よって，逆は偽である．

対偶：「  ならば」

 とすると かつ よって，対偶は真である．

裏：「ならば  」

のとき，  である． よって，裏は偽である．

 逆：「またはならば」

，はを満たさない． よって，逆は偽である．

対偶：「かつならば」





のとき，である． よって，対偶は偽である．

裏：「ならばかつ」

ならば



である． よって，裏は偽である．

 逆：「  ならば」

 とすると  ｜  ｜  である．

よって，逆は偽である．

対偶：「  ならばまたは」

 とすると または

｜または ｜または 

よって，対偶は真である．

裏：「またはならば  」

｜または ｜または  

よって，裏は偽である
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 逆：「が有理数ならば，はともに有理数である．」

， のとき，は有理数であるが，，は有理数でない．

よって，逆は偽である．

対偶：「が無理数ならばとの少なくとも一方は無理数である．」

もとの命題は真であるから，対偶も真である．

裏：「との少なくとも一方が無理数ならばは無理数である．」

， のとき，は有理数である．

よって，裏は偽である．

第 6 問【背理法による証明】

，を自然数とするとき，次のことを背理法によって証明せよ．

 が奇数ならば，，はともに奇数である．

 が偶数ならば，との少なくとも一方は偶数である．

＜解＞

 が奇数ならば，との少なくとも一方は偶数であると仮定する．

との少なくとも一方が偶数であるとき，は偶数となる．これは，が奇数で

あることに矛盾する．

よって，が奇数ならば，，はともに奇数である．

 が偶数ならば，，はともに奇数であると仮定する．

，がともに奇数であるとき，は奇数となるから，が偶数であることに矛盾

する．

よって，が偶数ならば，との少なくとも一方は偶数である．
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第 7 問【背理法による証明－無理数】

 は無理数である．このことを用いて  は無理数であることを証明せよ

＜解＞

  が無理数ではないと仮定すると，  は有理数である．

そこで，  は有理数とおくと


   


よって  
 すなわち  

 


……①

①の左辺は無理数．が有理数であるから，①の右辺は有理数．

これは矛盾である．したがって，  は無理数である．

第 8 問【背理法による証明－素数（有名問題）】

素数は有限個ではないことを示せ．

＜解＞

素数が有限個（個）であると仮定する．それを

   …  とする．

このとき，

  ･  ･…･  

という数は，    …  のどの素数でもわれないので，は素数となる．

素数が個であると仮定したのに対し，は個目の素数となり，矛盾する．

よって，素数は有限個ではない．
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第 9 問【有理数と無理数】

次の等式を満たす有理数，の値を求めよ．

     


 






＜解＞

，が有理数，が無理数で，であるならば，であることを利用

する．また， は無理数である．

 等式から    

整理して      

，は有理数であるから ，

これを解いて ，

 等式から      

整理して      

，は有理数であるから ，

これを解いて ，

第 10 問【整数問題－証明（偶数・奇数）】

次のことを証明せよ．

 連続したつの整数の平方の差は奇数である．

 連続したつの奇数の平方の和からを引いた数は，の倍数である．

 連続したつの偶数の平方の差は，の倍数であるが，の倍数でない．
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＜解＞

を整数とする．

 
     

よって，連続したつの整数の平方の差は奇数である．

 連続したつの奇数を，とおく．


    

        

よって，連続したつの奇数の平方の和からを引いた数は，の倍数である．

 連続したつの偶数を，とおく．


    

  
    

よって，連続したつの偶数の平方の差は，の倍数であるが，の倍数ではない．

第 11 問【整数問題－証明（剰余系）】

は整数とする．次のことを証明せよ．

  は偶数である．   はの倍数でない．

＜解＞

を整数とする．

 のとき    
  ･

  

のとき   
     

  

したがって，いずれの場合も  は偶数である．

  与式     であり，連続する整数の積  は偶数で，

  も偶数であるから，  は偶数である．

 のとき       

のとき    
   

  

のとき    
   

   

したがって，いずれの場合も  はの倍数でない．


