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重要例題集 平面ベクトルの基礎

第 1 問【ベクトルと三角形の面積】

点，  ， ， ， ， を頂点する三角形の面積を求めよ

＜解＞

 ， ， ， であるから


     ，


  

    ，

･･  ･

よって，求める面積をとすると





 









 ･





･   




･

第 2 問【位置ベクトルの軌跡１】

△と点に対して，次の等式が成り立つとき，点の位置をいえ．

     

＜解＞

点，，，の位置ベクトルを，それぞれ，，，とする．

 等式から    ゆえに 
 



したがって，は辺の中点である．

 等式から     ゆえに 
 




 

 

したがって，は辺を：の比に外分する点である．

 等式から      ゆえに 

したがって，はと一致する．
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第 3 問【直線のベクトル方程式】

点，  を通り，，  に平行な直線と垂直な直線の方程式を求め，

の形で答えよ．

＜解＞

求める直線上の任意の点を  ， とし，  ，  とする．

を通り，に平行な直線の方程式は

 ， ，  ，  ただし，は媒介変数

よって ， を消去すると 

を通り，に垂直な直線については，から ･ ……①

，  であるから，①より       

よって 

第 4 問【2 直線のなす角と直線の法線ベクトル】

次の直線のなす鋭角を求めよ．

  ，   ，

＜解＞

 直線の法線ベクトルを，順に，とし，ベクトルとのなす角をとする

 ， ， ， であるから


･

 


   

 


 
  


 




 
 


であるから  したがって 

 直線の法線ベクトルを，順に，とし，ベクトルとのなす角をとする

，  ， ， であるから


･

 


    

  
    




 






であるから 

また，であるから 
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第 5 問【位置ベクトルの軌跡２－直線のベクトル方程式】

 ， ， ， ， ， とする．実数，が次の条件を満たしながら変化すると

き，の終点の存在範囲を図示せよ．

 ，  ，，

   ，，

＜解＞











   






 


 





 



 







  



 



   

 を固定して定数とすると 

とすると  

よって  ，

でが変化すると，は右図のような

 ， 

である線分 上を動く．

更に，をで変化させると，線分 が

図の線分から線分まで，軸に平行に動く．

よって，の存在範囲は 図 の斜線部分．ただし，

境界線上の点を含む．

 定数とおくと 




   


  

また







，




，






よって， ，とすると，は線分  上を動く．

，とする．このとき， ， ， ， である．

をで変化させると， はからまで動き， はからまで動き，

  ，  である．

よって，の存在範囲は 図 の斜線部分．ただし，境界線上の点を含まない．
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  また 

よって，



とすると， ， であり，は直線上を動く． 図

 



  




 

また









 


，




，






よって，，とすると， ， ， ， であり，は線分

上を動く． 図

第 6 問【位置ベクトルの軌跡３－内積と軌跡】

原点と異なる定点に対して，動点がある．，が次の条件を満た

すとき，はどのような図形を描くか．

     ･  

＜解＞

    のとき


  


 

よって


 ･


 


 ･




ゆえに ･ すなわち ･

よって，のとき 

のとき はと一致する．

したがって，が描く図形はを通り，に垂直な直線である．

  とすると線分 の中点はである．条件から，は点， 

から等距離にあるように動く．よって，の軌跡は線分 の垂直二等分線，すな

わちを通りに垂直な直線である．
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 のとき，とのなす角を  とすると，･   から

     

 ，  であるから 



よって 

のとき，とは一致する．

したがって，が描く図形は，を端点とし，半直線との角をなす本の半

直線である．

第 7 問【円のベクトル方程式１】

平面上に△と動点がある．が次の条件を満たしながら動くとき，点の軌跡

を求めよ．

 ･･    

＜解＞

 ･･から ･･

よって ･   ゆえに ･ 
 

 


よって，辺を：の比に外分する点をとすると ･

したがって，であるから，の軌跡は線分を直径とする円である．

 ，，の位置ベクトルを，それぞれ，，とする．

   から


 




すなわち


  


 

ゆえに


 ･


 


 ･ 


 

よって 


   ･


 


 

すなわち 


   ･  ･  

ゆえに   ･  

よって  
 

 
･ 

 

 


したがって，辺を：の比に内分する点，外分する点を，それぞれ，とす

ると ･

よって，であるから，の軌跡は線分を直径とする円である．
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第 8 問【円のベクトル方程式２】

点 ，， ， ， ， に対して，点が  を満たしなが

ら動くとき，点の軌跡を求めよ．

＜解＞

点，，は同一直線上にないから，図形は三角形になる．

△の重心をとすると 
  



よって 

ゆえに，  から    よって  

したがって，はを中心とする半径の円周上を動く．

ここで，の座標は  
  


，

  


すなわち  ，

よって，の軌跡は点 ， を中心とする半径の円である．

第 9 問【3 点が同一直線にある条件（共線条件）】

△の重心を，辺を：の比に内分する点を，辺を：の比に内

分する点をとする．点，，は同じ直線上にあることを証明せよ．

＜解＞



 









 



，とすると，条件から

 



，

 


，

 



よって 
 










  


 










   

ゆえに 



 したがって，点，，は同じ直線上にある．
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第 10 問【ベクトル方程式から図形を考える１】

△と点に対して，が成り立つものとする．

 点の位置をいえ．  △：△：△を求めよ．

＜解＞



 







 

 ，，とする．

等式から     

よって     

ゆえに 
 






･
 






 
･
 

 

したがって，辺を：の比に内分する点をとすると，は線分を：

の比に内分する点である．

 △の面積をとすると

△





△



△




･









△



△




･









したがって

△：△：△



：



：



：：

第 11 問【ベクトル方程式から図形を考える２】

△と実数に対して，点はを満たす．

このとき，点が△の内部にあるようにの値の範囲を定めよ．
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＜解＞

から

     

よって 
 




 




が△の内部にあるから

 


，

 


，

 



 




第式から  第式から  第式は常に成り立つ．

ゆえに，求めるの値の範囲は 

第 12 問【三角形の重心・垂心の位置ベクトル１】

△の外心を，重心をとし，とする．

 は△の垂心であることを証明せよ．

 点，，はこの順に一直線上にあることを証明せよ．

＜解＞

 は外心であるから 

よって     

これとから

･  ･ 

  ･  


 


 

，であるから 

･  ･ 

  ･  


 


 

，であるから 

したがって，は△の垂心である．

 
  


よって 

であるから，点，，はこの順に一直線上にある．
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第 13 問【三角形の外心・重心の位置ベクトル２】

△の外心を，重心をとし，線分のを越える延長上に点をとり，

とする．であることを証明せよ．

＜解＞








 

，，とする．

はの外心であるから 

よって     

また，はの重心であるから


  



更に，であるから



   



よって ･  ･  


 


 

，であるから  すなわち 

第 14 問【図形への応用１－交点の位置ベクトル＜１＞】











 







△において，辺を：の比に内分する点を，

辺を：の比に内分する点をとする．また，つ

の線分との交点をとし，直線と辺の

交点をとする．次の比を求めよ．

 ：

 ：

 ：
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＜解＞



 


















 



，とする．

：：  ，：：  とおくと

  

   



……①

また   

  



……②

，，であるから，①と②を比べて



，






これを解いて 



，





よって，②から  







･











……③

 ：：  ：  ：：  ：

 は実数とすると，③から 



 



 











は辺上にあるから







 よって 





ゆえに，：：であるから ：：  ：

第 15 問【図形への応用２－共線条件】



 



 

平行四辺形において，辺を：の比に内分

する点を，対角線を：の比に内分する点を

とする．また，，とする．

 点，，は同一直線上にあることを示せ．

 ：を求めよ．
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＜解＞

 


















   


  

よって 


   























 






ゆえに ……①

したがって，点，，は一直線上にある．

 ①から ：： よって ：：

第 16 問【図形への応用３－直交条件】

，，である△において，頂点から辺に垂線

，頂点から辺に垂線を下ろす．

 線分と線分の交点をとするとき，を，を用いて表せ．

 直線との交点をとするとき，：を求めよ．
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＜解＞




 

















 ･





･





よって，：：  とおくと

  


 









は上にあるから
 






 ゆえに 





したがって 










 ，とし，，は実数とおく．

このとき  ，  ，

･   ･･





であるから ･

よって   ･ すなわち   ･


 

これに･，  を代入して整理すると ……①

また，であるから ･

よって   ･ すなわち 


   ･

これに  ，･を代入して整理すると ……②

①，②を解いて 



，





したがって 


















 は実数とすると，から





 




 











は上にあるから







 よって 





ゆえに，：：であるから ：：  ：


