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重要例題集 行列

第 1 問【行列の積の定義】

次の行列について，異なるつの積が可能なものをすべて計算せよ．

    
 

 
 

  

  
 

 

 

 

＜解＞

行列，について，の列の数との行の数が等しいとき，積が考えられる．

は行列，は行列，は行列，は行列であるから，，

，，，，が考えられる．

    
 

 
   ，     

  

  
    ，

 
 

   
  

  
 
  

  
，

 
  

    
 

 

 

 
 

 
， 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

，

 
 

 

 
 
  

  
 
  

  

  

第 2 問【行列の積の性質１】

 
 

 
， 

 

 
のとき，    を求めよ．
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＜解＞

 
 

 
 

 

 
 

 

 
， 

 

 
 

 

 
 
 

 

よって      
 

   
 

 
 

･  ･ ･  ･

  ･  ･   ･  ･
 
 

 

行列の積の計算では，交換可能かどうかわからないとき，展開公式は使わないように

しよう。

第 3 問【行列の積の性質２】

，が次の正方行列で， 
 

 
， 

 

 
を満たすとき，行列

，    を求めよ．

＜解＞

 
 

 
……①，  

 

 
……② とおく．

①②から  
 

 
よって  

 

 

①②から  
 

 
よって  

 

 

したがって  
 

   
 

 
 
 

 

    
 

   
 

 
 
 

   
 

 

  
 

 
 
 

 
 
 

 
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第 4 問【ハミルトン・ケーリーの定理１】

次の行列について，  を満たす，の値を求めよ．

  
 

 
  

 

 

＜解＞

  ……① とする．

ハミルトンケイリーの定理から，について   ……②

が成り立つ．

①②から     

は実数であるから  よって ，

  ……① とする．

ハミルトンケイリーの定理から，について   ……②

が成り立つ．

①②から   

は実数であるから  よって ，

第 5 問【ハミルトン・ケーリーの定理２】

行列 
 

 
が  を満たすとき，，の値を求めよ．

＜解＞

ハミルトンケイリーの定理から      ……①

仮定から    ……②

①②から      ……③

  のとき ③から   

よって  ゆえに ，

  のとき ③から は実数とおける．

これを②に代入すると 
   

よって    これを解いて ，

のとき，であるから ，

のとき，であるから  ，

以上から ，   ， ， ， ， ，
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第 6 問【逆行列の定義】

次の行列が逆行列をもてば，それを求めよ．

  
 

 
  

 

 
  

 

 
  

 

 

  
 

 
  

 

 
  

  

  

＜解＞

 ･･ よって，逆行列をもつ．



 
 

 



  
 

 
 

 

 

 ･･ よって，逆行列をもたない．

 ･･ よって，逆行列をもつ．



 
 

 



  
 

 












 ･  ･   よって，逆行列をもたない．

 ･    ･ よって，逆行列をもつ．



 
 

 



  
 

 
 
 

 

       

よって，逆行列をもつ．



 
 

 



  
 

 
 

 

 

       ･ よって，逆行列をもつ．



 
  

  



  
  

  
 

  

  
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第 7 問【逆行列をもたない条件】

 
  

  
が逆行列をもたないように，整数，の値を定めよ．

＜解＞

      
  

逆行列をもたないのはのときであるから


    よって    

，は整数であるから  ， ，  ， ，

第 8 問【条件を満たす行列を（逆行列を考えて）求める】

 
 

 
， 

 

 
， 

 

 
のとき，等式を満たす行列を求

めよ．

＜解＞

から 

行列について，･･であるから，  が存在して

  


  
 

 
 
 

 

よって      
 

   
 

   
 

 

 
 

   
 

 
 
 

 
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第 9 問【逆行列と論証】

正方行列について，次のことを証明せよ．

  ならばは逆行列をもつ．

  ならばは逆行列をもつ．

＜解＞

  から  ，   よって，は逆行列  をもつ．

  から

        ，         

よって，は逆行列をもつ．

第 10 問【行列のｎ乗１】

は自然数とする．次の行列について，  を求めよ．

  
 

 
  

 

 

  
 

 
  

 

 

＜解＞

  
 

 
，   

 

   
 

 
 

 

 
 

，

    
 

 
   

 

 
 

 

 
 

などから   
 

 
 
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  
 

 
，   

 

   
 

 
 
 

 
，

   ，      

などから，が奇数のとき   
 

 

が偶数のとき   
 

 

  
 

 
 
 ･

 
，   

 ･

   
 

 
 
  ･

 
 
 ･

 
，

    
 ･

   
 

 
 
  ･

 
 
 ･

 

などから   
 

 

  
 

 
，   

 

   
 

 
 

 

 
，

    
 

   
 

 
 
 

 

は自然数とする． のとき   
 

 
，

のとき   
 

 
，

 のとき   
 

 

 ，の結果は，厳密には数学的帰納法で証明しなければならない。

第 11 問【行列のｎ乗２】

行列
















について，次の問いに答えよ．

  ，  を求めよ．    ……  を求めよ．
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＜解＞

 


  
 

 
であるから

  


  
 

   


  
 

 




 


  
 

   
 

 



  
 

 



  
 

 

    


  
 

   


  
 

 




  
 

   
 

 




  
 

 
 
 

 

    
 

 



  
 

 



  
 

 
 
 

 


は自然数とする．

のとき

  ……


   
 ……     

 

 

のとき

  ……


   
 ……     

 

 

のとき

  ……


    
   ……    



  
 

 

は回転を表す行列のｎ乗計算で求めても良い。
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第 12 問【行列のｎ乗３（割り算利用）】

  
     を満たす定数，の値を求めよ．ただし，

は正方行列とする．

  
 

 
のとき，  を求めよ．

＜解＞

 与式から         ……①

①にを代入すると 
    

よって   
  

ゆえに  
   ……②

①にを代入すると 
    

よって    

ゆえに    ……③

したがって，②，③から 
 

 


，

 ･


 



 ハミルトンケイリーの定理から  

したがって，の結果から

 
 

 

  
 

 


 ･ 
 

  
 

 




  
  

    ･ 
 

  
    ･ 

 

第 13 問【行列のｎ乗４（対角行列利用）】

 
 

 
， 

 

 
，  とする．次の行列を求めよ．

ただし，は自然数とする．

       
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＜解＞

 行列について ･･

よって  


  
 

 
 
 

 

    
 

   
 

   
 

 
 
 

   
 

 
 
 

 

  



 
 

 
 
 

 

  


 
     ……     

等式     の両辺に，左から，右から  を掛けると    

したがって   
 

   
 

   
 

 
 
  

   
 

 

  
      

    

第 14 問【１次変換を表す行列を求める】

１次変換によって点  は点  に移り，点  は点  に移る．

このとき，１次変換を表す行列を求めよ．

＜解＞

 



 



…

 



 



…

，より

 
 

 
 
 

 

よって

 
 

 



 
 

 
 
 

 
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第 15 問【回転を表す行列】

点  を原点のまわりに



だけ回転した点を求めよ．

＜解＞

求める点を    とすると，

 
 

 





















 




















 




＝ 




よって，求める点は  ．

第 16 問【１次変換の応用】

平面上の１次変換を表す行列をとする．

１次変換によって点Ｐが点Ｑに移り，によって点Ｑが点Ｒに移るとする．このとき，

 は実数かつ 

をみたすならば点ＱＲは同一直線上にあることを示せ．

 
 

 
とする．直線上のすべての点に対し，１次変換によって移される

像がその点自身になるとき，実数，の値を求めよ．
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＜解＞

，

  

より，点ＱＲは同一直線上にある．

直線上の点は実数を用いて  とおける．

直線上のすべての点に対し，１次変換によって移される像がその点自身にな

るとき

 
 

   



 




が成り立つ．よって

 
 


 



 

   


 



…

となる．

はすべての実数に対して成り立つので，（の恒等式の条件を考えると）


  

 








