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重要例題集 『複素数平面とその計算』 

 

第１問【複素数平面上の点】 

 

，であるとき，次の点を図示せよ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　
 

＜解＞ 









 









































 

 

 







  

  ～    ， 

　　　　　　　　　　　　　　  

　　　　　　　ゆえに， 図 　　　  

　　　ゆえに， 図

 

第２問【複素数平面上の同一直線上の点】 

 

，，とする．点，，，が一直線上にあるとき，実数

，の値を求めよ．
 

 

＜解＞ 

，，が一直線上にあるからは実数と表される．

よって　　　  　　　　すなわち　　

，は実数であるから　　　，

式からを消去して　　　  　　　　　よって　　

また，，，が一直線上にあるからは実数　……①と表される．

　のとき，①から　　  　すなわち　　

　　，は実数であるから　　，　　　　よって　　　

　のとき，①から　  　すなわち　　

　　，は実数であるから　　，　　　よって　　　

以上から　　　　　，　または　，
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第３問【対称点】 

 

点を通り，実軸に垂直な直線をとする．直線に関して，点と対称な点をとす

るとき，をを用いて表せ．
 

＜解＞ 





 



 







 

条件から，点，

は虚軸に関して対称である．

よって　　   

ゆえに　　

したがって

　　　　　

 

 

第４問【複素数の絶対値】 

 

次の複素数の絶対値を求めよ．

　　　　　　　　　　　　　　 
   　　　　　

 

 
 

＜解＞ 

　     

　    

　 
       

　よって　　　 
      

  

　
 

 
      

     


      

 










　よって　　　
 

 
 



 






 



 






 


 

 

 

第５問【共役な複素数１】 

 

，をでない複素数とするとき，次のことを示せ．

　　　　　　　が実数  を満たす実数がある
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＜解＞ 

 

 

 

 

第６問【共役な複素数２】 

 

複素数，について，次のことを証明せよ．

　 が実数でないとき， は純虚数

　のとき，



は実数

 

 

＜解＞ 

　 は実数でないから　　 

　すなわち　　

　ゆえに　　　

　また　　　　    

　よって，は純虚数である．

　から　　




　よって　　　

　ゆえに　　　   

　よって，は実数である．
 

 

 

 

第６問【共役な複素数と絶対値１】 

 

   ，のとき，    の値を求めよ．
 

条件から　　，

　　　　　　が実数     

　　　　　　　　　　 








  








 




が実数

　　　　　　　　　　 



すなわちを満たす実数がある．

よって，題意は示された．
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＜解＞ 

 

   から　　　    

よって　　　　　　　，　……①

から　　　　　……②

また　   であるから　　　　……③

①から　　



，　




　　　これを③に代入して　　










分母を払って整理すると　　　  

よって，②から　　　　……④

②，④から　　　　     
    

  ･
 

 

 

 

 

第７問【共役な複素数と絶対値２】 

 

　    のとき，  の値を求めよ．

　    のとき，  の値を求めよ．
 

 

＜解＞ 

 

　    から　　     

　すなわち　　　         

　ゆえに　　　　       

　整理すると　　　　　　よって　　    

　したがって　　   

　  であるから　　  

　    から　　    

　すなわち　　　    

　ゆえに　　　　   

　整理すると　　 　　　よって　　    

　したがって　　   

　  であるから　　  
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第８問【極形式１】 

 

次の複素数を極形式で表せ．ただし，偏角はとする．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　
 

 

＜解＞ 

 

絶対値をとする．

　    ，



，





　ゆえに　　　　　　　よって　　  

　  
  ，








，










　ゆえに　　　　　　　よって　　  

　  


  ，


，





　ゆえに　　　　　　　よって　　  

　  
  ，




，




　ゆえに　　　　　　　よって　　  

　    ，



，






　ゆえに　　　　　　　よって　　 

　   ，



，






　ゆえに　　　　　　　よって　　 
 

 

 

 

 

 

第９問【極形式２】 

 

  のとき，次の複素数を極形式で表せ．ただし，とする．

　　　　　　　　　　　　　　　　  　　　　



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＜解＞ 

 

　 

　         

　         

　       

　               

　





 
  




      

 

 

第 10 問【積と商１】 

 

複素数  と次のような複素数について，積，商



を複素数平面上に図示

せよ．

　　　　　　　
 


　　　 　　　

  


 

＜解＞ 



























   
 であるから　　　


 




  

　 

　よって　

　　　　  ･ 

　　　　　 

　　　　




  

  

　　　　　     

　したがって，右図．
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 









 

















　   


 






 



であるから

　　　　　

　よって

　　　　  ･ 

　　　　　 

　　　　




  

 

　　　　　     

　したがって，右図．
 

 




















　    


  であるから

　　　　　

 






　　　　　     

　よって

　　　　 

　　　　　　　　　　     

　　　　　     

　　　　





  
      

　　　　　

　したがって，右図．
 











 











　   


 






 







であるから

　　　　　


 


  


 


  

　よって

　　　　  ･


  

　　　　　

　　　　




  


   

　　　　　     

　したがって，右図．
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第 11 問【回転１】 

 

点，について，次の点を表す複素数を求めよ．

　点を，原点を中心としてだけ回転した点

　点を，点を中心としてだけ回転した点
 

 

＜解＞ 

　求める複素数をとすると

　　　　　　　　    


  




　　　　　　　　
 



 




　求める複素数をとする．

　点が原点に移るような平行移動で，点，がそれぞれ点 ， に移るとすると

　　　　　　　   ，　 

　点は点 を，原点を中心としてだけ回転した点であるから

　　　　　　　          

 






　　　　　　　　
 



 




　よって　　　 
 



 


 

　　　　　　　
 



 




 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 12 問【回転２】 

 

     について，点 を直線に関して対称に移動した点を表す

複素数を求めよ．ただし，は原点とする．
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＜解＞ 








   

 



 



求める複素数をとする．

　　　　　　  

であるから，点を原点の周りにだけ回転した

点を とすると

　　      

　　　   


  


  

点 を実軸に関して対称移動した点を，原点の周りに

だけ回転させると，求める点が得られる．

点 と実軸に関して対称な点は，  で表されるから

　　　        


  


  

 

 

第 13 問【ド・モアブルの定理１】 

 

次の値を求めよ．

　 
   　　　　　



 






 　　


 
  


　　　 
  

 

 

＜解＞ 

　 
    

      
   

　　　　　  

　


 






  
       




 




　


 
  


 
        

　　　　　　　 
         

　　　　　　　









　 
    

   

　　　　　　　        


  

　　　　　　　


 


  


 



 



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第 14 問【ド・モアブルの定理２】 

 

が正の整数のとき，


 
 






 
 


を簡単にせよ．

 

＜解＞ 

 与式  
    

      

　　               

　　                

　　   

であり，   の値は，，……，の順に

　　　　　　　



，，




，，




，，




，

となる．　よって，を正の整数とするとき

　　　　　　　　　　ならば　　･

　　　　　，ならば　　 



 

　　　　　　　　　ならば　　･  

　　　　　，ならば　　･



 

　　　　　　　　　ならば　　･
 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 15 問【ド・モアブルの定理３】 

 

複素数が，



 を満たすとき

　をを用いて表せ．

　を正の整数とするとき，  


 であることを示せ．
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＜解＞ 

　



 の分母を払って整理すると　　    

　これをについて解いて　　　    

　 のとき　　　

　　　　　　　   
   

　　また　　　


      

　　よって　　  




 

　 のとき

　　　　　　　   
    

      

　　　　　　　　      

　　また　　　




　　よって　　  




　，から，題意は示された．
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 16 問【ｎ乗根１】 

 

次の方程式を解け．

　  　　　　  　　　　  　　　　    
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＜解＞ 

 

    とおく．

　

　ゆえに，方程式は　　    

　両辺の絶対値と偏角を比較すると　　  ，は整数

　よって　　　　　　　また　　

　の範囲で考えると　　，，

　とすると　　　

　とすると　　　
 



　とすると　　　
 



　以上から，方程式の解は　　，
 


，

 


 

 

　 

　ゆえに，方程式は　　     

　よって　　　　　　　  ，は整数

　であるから　　　　　　また　　

　の範囲で考えると　　，，，

　とすると　　　    

　とすると　　　    

　とすると　　　    

　とすると　　　    

　以上から，方程式の解は　　   ，  
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　

　ゆえに，方程式は　　    

　よって　　　　　　　  ，は整数

　であるから　　

　また　　　　　　　

　の範囲で考えると　　，，，，，

　とすると　　　
 



　とすると　　　

　とすると　　　
 



　とすると　　　
 



　とすると　　　 

　とすると　　　
 



　以上から，方程式の解は　　，
  


，

  


 

　    

　ゆえに，方程式は　　     

　よって　　　　　　　  ，　は整数

　であるから　　　　　　また　　

　の範囲で考えると　　，，，

　とすると　　　   

　とすると　　　   

　とすると　　　   

　とすると　　　   

　以上から，方程式の解は　　   ，   
 

 

 

 

第 17 問【ｎ乗根２】 

 








とおくと，  の解は，，，  ，……，   で表され

ることを示せ．ただし，は正の整数とする．
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＜解＞ 

 の解，すなわちの乗根は，次の個の複素数である．

　　　　   



  



 　　，，，……，

ここで　　　　  


 







 

よって，  の解は，，  ，……，   で表される．
 

 

 

第 18 問【ｎ乗根３】 

 

 のとき，次の値を求めよ．

　    ……　　　　　　　　   ･……･･
 

 

＜解＞ 

　   
          

　　　

　ゆえに　　  

　よって　　  
   ……  

　であるから　　　    ……

　   ･……･･   ……  
  
  

　  であるから　　   ･    

　ここで　　   
   

　ゆえに　　  ･  ･……･･
 

 

 

 

第 19 問【応用】 

 

  
  

   について

　



の値を求めよ．

　



が有理数のとき，  



は正の整数の値を求めよ．
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＜解＞ 

　は，与えられた等式を満たさない．

　そこで，与えられた等式の両辺を  で割ると

　　　　　　　　        








　よって　　　　


 



   




 

　すなわち　　　


  


  

　ゆえに　　　　



，

 

　



が有理数であるとき　　






　変形すると　　  　　　　これを解いて　　
  


　極形式で表すと　　      　　複号同順

　ここで，とおくと

　　　　　　  


 

   



  

　　　　　　　　　　 
    

  

　　　　　　　　　　        

　　　　　　　　　　   

　よって　　  


   

　を正の整数とすると
 

　 のとき　　　  


    

　のとき　　  


     

　のとき　　  


     

　のとき　　  


     

　のとき　　  


     

　のとき　　  


     

　以上から，を正の整数として，求める式の値は

　　　　　　　　 のとき　；

　　　　　　　　，のとき　；

　　　　　　　　，のとき　；

　　　　　　　　のとき　
 


